BAB VI
DERET TAYLOR DAN DERET LAURENT

22. Deret Taylor

Misd fungs f(z) anditik pada | z - zy | < Ry ( lingkaran dengan pusat di z, dan
jai-jai Ry). Makauntuk setigp titik z padalingkaran itu, f(z) dapat dinyatakan sebagai

f(2)= aoan(z - zo)n ......... (|z- 7)< PO)

(n)
dengen ap, = n|(20) ...... (N=012,...)
Atau dituliskan,
(@ =10 2z 290 + 2z z9+..(z- zl< ).

21
Deret diatas disebut Der et Taylo r di titik zy dan daereh |z - 25| < R, disebut daerah
kekonvergenan aau keanalitikan deret. Bila f(z) fungs entire maka daerah
keanditiken deret yaitu : |z-z, | <¥.

Bilaz, = 0, makaderet dissbut Deret Mac laurin, berbentuk :
¥ :(n)
o f O
f(2) = # won(I21< Ry)
n= 0 n!
Daam memperderetkan atau mengekspansikan suatu fungs, akan lebih mudah
dilakukan asdkan kita sudah mempunyai perderetan dari fungs tertentu. Caranya dengan
melihat pola dasar bentuk perderetan suatu fungs tertentu terssbut dan daerah

keanditikannya. Adapun fungs tertentu tersebut yang seringkdi digunakan addah: fungs
eksponen (f(z) = ez) den fungs rasiond gf(z) :%g Untuk lebih jelasnya,
-z

diberikan bebergpa contoh berikut.

Contoh 1
Nyatakan f(z) = & ddam deret Mac Laurin.

Jawab :



Fungsi f(z) = & merupaken fungd entire sehingga daerah keanditikan : | z | < ¥ dan
Mz =e® (M) =1
n

¥
Oleh karenaitu, eZ = 3 Z—' .......... (12<¥)

n=0"

Contoh 2
Perderetkan dalam deret Mac Laurin, fungd berikut :

a f(z) =z%e%.
b. f(z) =sinhz

Jawab :

Untuk menyelesaikan perderetan keduafungs di atas dapat digunakan bentuk deret contoh
1 sebab daerah keanditikannyasama.

a Fungd f(2) = z2€3? merupakan fungsi entire, sehingga doerah keanditikan: | z| < ¥

¥ _n
Dengan mengunakan bentuk eZ = § Z—' .......... (1< ¥) . Makadi dapatkan deret :
n=0"
¥ n ¥ -,non
S O R o AN (Izi< ¥) . Oleh karenaiitu, didapatkan:
n=0 M n=0 N
¥ Ln_n+2 ¥ ,N-2.n
ig=2e%=8 22 =3 2 (2<¥)
n=0 M n=2 (- 2)!

1 ; . . .
b. Fungs f(z) =sinhz= E(ez- e Z) merupakan fungs entire sehingga deerah
keanditikan: |z

A
x

Maka bentuk deret

¥ n ¥ (.0 ¥ 2n+1
sinhz:—(eZ e Z)—lgé Z.3 2 =4 z (1zI<¥)
2820 "' =g N peo (2n+1)!



Perderetian fungs f (2) = li delam deret Mac Larin,
-Z

Jaweb :

Fungs f(z) = 1—12 gagd andlitik di z = 1, sshingga daerah keandlitikan:| z | < 1.
¥

(N (2 :%@ FM@©) =n dn 1= 32" (12<2).

(1- Z) 1 n=0

Contoh 4
Perderetkan ddlam deret Mac Laurin, fungs berikut :

1
a f(Z):l+z

b. f(z) =—2

1-z

2

Jaweb :
Digunakan deret ( contoh 3)

1
a Fungs f (2) = —— tidek analitik di 2= -1 sehingga coerah keandlitiken

|z|<1
(@=hert s d (= A (172 i)
1+z 1- (-2 Lo n=0
b. Fungs f(2) =—— tidek andlitik ci 2= 1 dan 2= -1, daerch keandlitiker
1-z
|z|<1
¥ ¥
f(z)=—2 >=2 8 22"= § 2+l N (P21
1-2z = =
n=0 n=0
Contoh 5

Tentukan deret Taylor dari f(2) = % diz=1

Jawab :



Fungs f(2) = = tidek andlitik di 2= 0, daereh keandlitikan | z- 1[< 1.
VA

1 ? n n
f(2) =oE g @ (- )" (z- )" .o (lz- U<

Soal Latihan

( Nomor 1 sd 8 ) Gunakan bentuk deret yang sudah ada untuk menentukan perderetan
fungs berikut ke dalam deret Mc Laurin dan tentukan daerah keanditikannya

. f(@=snz

. f(z) =cosz

. f(z2) =coshz

. f@=In(1-2)
f(2) = z cosh (Z2)

2
f(z) =
(2) 312

o ONAWNPE

7. f(2) =
(2) A1

z

z4+9

8. f(2)=

( Nomor 9 sd 13 ) Gunakan bentuk deret yang sudah ada untuk menentukan perderetan
fungs berikut ke ddam deret Taylor di pusat yang diketahui dan tentukan daerah
keanditikannya

9. f(2) =coshz; z=-2pi.
10. f(z):l_i (Z=i.

N

11. f(z):lTlZ 1Z=-i.



1+z
1-z°
13.f(z)=sinz ;z=%

12. f(2) =

z=I.

(Nomor 14 sd 17 ) Tentukan deret Mac Laurin dan daerah keanditikan dari :

1

+Z4

_1
-7
4- 3z
(1- 2

14. f(2) =

=

15. f(2) =

=

16. f(2) =

17. f(2) =
(z+3- 4)?

(Nomor 18 sd 26 ) Tentukan deret taylor dengan puset diketahui dari fungs :

18. f(z)=e’ % ;0

19. f(2)=€?Z : 2

20. f(2)=cosz ; %

21 f@=Y ;-1
S

22. f(z)—l_ m

23. f(=snh(z-2) ;2

24. f(2)=2*- 22+1 ;1

25. f(z)=cofz ; 0

26. f(2) =

z

(1_ 2)2 ;2=0.



23. Deret Laurent

Bilafungs f(2) tidek anditik di z = z, makaf(z) tidek dapat diperderetkan dalam
deret Taylor di z = z,. Ager f(z) dapat diperderetkan di  z = z, mekadilakukan dengan
cara membuang titik sngular z = zdari dagrah |z - z, | <R sehingga didapatkan
dagrah R <|z-2z5| <R (cncn/anulus ) yang merupakan daerah keanditikan fungs
f(2). Hal ini telah dil akukan oleh Laurent sehegaimana dijelaskan berikut.

Misd f(2) tidek andlitik di z = z, tetapi anditik padaanulus, Ri<|z-
Zy | < R. Maka fungs f(z) dapat diperderetkan di z = z menjadi bentuk deret ( der et
Laurent ) sebaga berikut :

i £ _bn
f(2) :nazoan(z- ZO)n + nazlm(l?l <|z- zyl< R2)
1. f@ 1. f@
dngan ap, =—— 0—37dz,n=012,...dan b, = dz

CEE o o) ™

n=123,... Lintasan C merupakan lintasan tutup sederhana yang terletak di ddlam anulus
yang melingkupi Z.

Notas lain yang biasa digunakan untuk menyatakan bentuk deret Laurent yaitu :
1 . f(Z
G

. _f ( )n ( )C-—
(2) = agn z- 79) ..\Ri<lz- < R}, n_zfjw :

n=-

n=0,+1,+2 ..

Dadam memperderetkan fungs ke dadlam deret Laurent kita tidak menggunakan
rumusan di aas, karena kita ingin menghindari perhitungan integra lintasan. Untuk itu
dilakukan dengan menggunakan bantuan deret Taylor maupun deret Mc Laurin yang sudah
kitapelgari. Agar lebih jelas diberikan contoh berikut.

Contoh 6
Perderetkan fungs f(z) = el'z dengan pusst d z = 0 dan tentukan daerah
keanditikannya.



Jawab :
Fungs f(2) = eﬂZ tidak andlitik di z = 0. Sehingga fungs f(z) diperderetkan ke ddam

1
~{<¥. Maka
z

deret Laurent dengan daerah keanditikan : 0 < |z | < ¥ aau 0<

¥ ¥
f(z)=¢'%= & =& o {0<] 2] < ¥)

Contoh 7
-1
Perderetkan  f(2) = - d titik yang diketahui dan tentukan daerah

z°-32+2
keanditikannya.

oo
N N N
I
O N B

Jaweb :
. -1 1 1
Fungs f(2) = — -—-
z“-3z+2 z-1 z-

deret dengan pusat di kedua titik terssbut merupakan deret Laurent, sedangkan di z=0
merupakan deret Mc Laurin.

tidek anditik di z=1dan z = 2. Sehingga

a. Bilaf(2) diperderetkan dengan pusat z = 1 maka daerah keanditikan yang mungkin yaitu

(i) 0<|z-1|<1
(i) 1< |z-1]

() Dagreh0< |z-1|<1 ( O<|z-1|dan |z-1|<1)
Disini kitatingga memperderetkan suku keduadari f (z) = il iz
z- z-

1 -1 % n
Padadegreh [z-1|<1l ——=——-——=-1 -1
aderh |2-11<L o =g n<a:10(z )



¥
Jedi: f(2) = + & (z- 1" (0<| z- 1|<1)
z- -0
. 1
(i) Dagrah 1 < | z -1 | az_ 1 <lx
1 _ 1 _ 1 1
z-2 -1+(z- 1 z-1, @19
gz- 15
1 g e 1 o“_g 1
215 82-18 o (z- )™t
1 ¢ 1 ¥ 1
Jadi: f(2) = - 4 —7- 4 . (1< 2+ 1)
Z- 1 n=0 (z- 1) n=1 (z- 1)

b. Bilaf(2) diperderetkan dengan pusat z = 2 maka daerah keandlitikan yang mungkin yaitu

.(iii)0<|z-2|<1
(ivii<|z-2|

(iii) Dagrah 0< | z- 2| < 1(0<|z-2|dan|z-2|<1)

Didni kitatingga memperderetkan suku pertamadari f (z) = 2_11 ﬁ
Padadeerah |z-2|<1: 1. 1 :g ( 1)“(2_2)n
S z-1 1+(z- 2 o
¥
Ti: ()= & (- 10" (z- 2" - = ......(0<|z- 2I<1)
n=0 z-
(iv) Dagreh 1<|z- 2| oy <1i'j
8 z-2 2
1 1 1 1 ¥ (-
_ ¥ (1)

z-1:1+(z- 2) z-2 L2l o (2_2)“+1



¥ (-9 1
Jdi: f(2)= a
n=0 (Z- 2)n+1 z-2

c. Bilaf(2) diperderetkan dengan pusat z = 0 maka daerah keanditikan yang mungkin yaitu

(V) 1z1<1
(Vi) 1<|z|<2
(Vi) 2<|z|

(V) Dagreh |z|<1

. z
Bila|z|<1maka |z|<2 aw‘z <1
¥
1 -1 3
—1:1 =-a " .. (|z|<1) dan
zZ- -z _
n=0
¥ n
1 -1 1 s Z
=— =-a ~(1z1<2)
z-2 2 ;.2 2™
¥ n Aoé N
Jedl f(z):-na_oz +na__o v (Iz1<)

(vi)Dagrah1<|z|<2 (1<|z|dan|z]|<2)

& o) i ¥
Pedadaerah 1<z | 8‘1 <1+:L:—1i1:- 2 n1+1
Z g z-1 Z 1- = n=0 z
z
¥ n
&l z o 1 -1 1 o z
P&dad%‘d1|2|<28 > e iy === a —g
1- £ n=02
2
¥ 1 ¥ Zn ( )
Jdi: f(2)=- & + 4 (1<) Z|<2
n=0 Zn+1 n=0 2n+1



(vii) Dagréh 2< | z|

. & 2 0 & 1 0
B|Ia2<|z|8 —|<I= maka1<|z|8 — [<2:.
z| o z| o
1 11 ¥ 1
=T =8 — ... 1<z));
z-1 z 4. 1 o ( )
z
1 11 ¥ 2
== =& g e (2<|z)
z-2 Zl-— h=0 Z
z
¥ ¥ n
_ 9 1 )4 2
Jedl f(z)—na_O e na_o s (2<lz)
Soal latihan

(Nomor 1 sd4) Perderetkan fungs berikut pada daerah yang diketahui :

1. f(z):z; ; 0<|z|<1
z°(1- 2)

2. f(z):; 1<]z|
22(1- Z)

3. f(z):% 1<|z|

4 f(2) =—2—— :0<|z-1|<2
(z- D(z- 3

(Nomor 5 sd 11 ) Ekspanskan daam deret Laurent dengan daerah keanditikan berbentuk
Ry <|z| < Ry dari fungs berikut dan tentukan daerah keanditikannya:

z
5. f)=<
(2) 2



Sn 4z

A4

o

f(2) =

~

f(2) =

1
23(1- z)
8- 2z
3

©

f(2) =

4z- 7
. f@=zcosliz

[(e]

eZ2

10. f(2) = =

11. f(2) = ———
@ 26(1+ 2)2

(Nomor 12 sd 17 ) Perderetkan ddam deret laurent pada deerah
Ry<|z-zg|<Rydai:

o

12. f(z):z_l; =1

2
4

14. t(2) =—2—— : 729 = - 2i
zea)f ?

15. f(z):zzsinh}/Z 1 20=0
16. f(z):ﬂ : zozlf%1

(-4

17. f(z):i4 ; z9=-1
1-z

13. f(2)=

1
(Nomor 18 sd 20) Perderetkan f (2) = padadeerah :
1-z



18.|z|<1
19. |z|>1
20.c.0<|z-1|<2

(Nomor 21 sd 25) Perderetkan fungs berikut dengan pusat diketahui :

21. 1(2) :%
2
1- 2z
1
Z2

; 2z=0

22. f(2) =

> v z=1

23. f(2) =

;oz=i

sinh z

24, f(2)= pz=1

3
25 f(z) =222 . 5=
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